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Question 1 :
Soient λ1 ,… , λp  des valeurs propres deux à deux distinctes de u . Alors les espaces propres Eλ1

(u) ,…, E λp
(u) sont

en somme directe : ∑
i=1

p

Eλ i
(u)=⊕

i=1

p

Eλi
(u).

Preuve :
Posons H p : Les espaces propres associés à p  valeurs propres deux à deux distinctes sont en somme directe.
− Pour n=2 : Soit λ1 et λ2  deux valeurs propres distinctes de u . Soit x∈E λ1

(u )∩E λ2
(u) tel que x  soit vecteur

propre de u (c'est-à-dire x≠0) . Alors u ( x)=λ1 x , et u ( x)=λ2 x : donc (λ1−λ2 ) x=0 ⇒ λ1=λ2 car x≠0 .
Contradiction, donc x=0.

− Supposons H p  vraie au rang p . Soient λ1 ,… , λp+1  des valeurs propres de u  distinctes deux à deux.

Soit ( x1 ,… , x p+1)∈E λ1
(u)×…×E λp+1

(u ) tel que ∑
i=1

p+1

xi=0 . On compose par u : ∑
i=1

p+1

u( x i)=∑
i=1

p+1

λi xi=0 .

Alors ∑
i=1

p

(λp+1−λi) x i=0 . Or (λ p+1−λi ) xi∈E λi
(u) , et par hypothèse de récurrence Eλ1

(u) ,…, E λp
(u ) sont en

somme directe. Donc ∀i∈⟦1 , p ⟧ , (λp+1−λ i) xi=0 ⇒ ∀i∈⟦1 , p⟧ , xi=0 , car λp+1≠λi .
En reprenant dans la première équation, x p+1=0. H p+1  est vraie.

Par récurrence, le théorème est vérifié.

Question 2 :
Soit F  un sous-espace vectoriel de E  stable par u . Soit v  l'endomorphisme induit par u  sur F . Alors χv∣χu .

Preuve :

Considérons G  un supplémentaire de F  dans E . Soit B=(e1 ,…, er ,er+1 ,en ) une base adaptée à cette décomposition,
avec C =(e1 ,…, er) une base de F .

Question 3 : Caractérisation de la diagonalisabilité à l'aide de χ :

u  est diagonalisable ⇔ { χu  est scindé sur K
∀λ∈Sp(u ), dim(E λ(u))=mλ (u )

.

Preuve :

⇒ : On sait que E=⊕
1⩽i⩽p

E λi
(u). On note r j=dim(Eλ j

(u)). Dans une base B  adaptée à cette décomposition,

ℳ B (u)=(
λ1

λ1

⋱

λr
) , et χu( x)=∏

j=1

p

(λ j−x)r j , ainsi χu  est scindé sur K , et Sp(u)={λ1 ,… , λ p}

et on a donc bien ∀ j∈⟦1 , p⟧ , mλ j
(u)=r j .

⇐ : Comme χu  est scindé sur K , et deg( χu )=n , Sp (u )≠∅ , et si λ1 ,…, λ p  sont les p  valeurs propres distinctes

d'ordres respectifs α1 ,… , αp , on a χu ( x)=(−1)
n∏

j=1

n

( x−λ j)
α j . Par passage aux degrés : deg ( χu)=n=∑

j=1

p

α j ,

donc n=∑
j=1

p

dim(Eλ j
(u))=dim (E ). Ainsi u  est diagonalisable.

Alors ℳ B=(A A ʹ
0 A ʺ ) , où A= ℳ C (v), et donc χu( x)=∣A−x I r A ʹ

0 A ʺ− x I n−r
∣,

Soit χu ( x)=Det( A−x I r )Det (A ʺ−x I n−r )= χ A( x)× χ A ʺ(x )= χv ( x)× χA ʺ( x). Donc χ v∣χu .



Question 4 :
Soit u∈ℒ (E) , diagonalisable. On note λ1 ,… , λp  les valeurs propres de u   deux à deux distinctes.

Le polynôme π ( x)=∏
i=1

p

( x−λi) est annulateur de u .

Preuve :

E=⊕
1⩽i⩽p

E λi
(u). Soit B  une base adaptée à cette décomposition. Notons r i=dim(E λi

(u)).

Alors ℳ B=(
λ1

λ1 (0)

(0) ⋱

λ p
) , d'où ∀k∈N , ℳ B (u

k)=[ ℳ B (u)]
k=(

λ1
k

λ1
k

(0)

(0) ⋱

λp
k)

Soit alors Q∈K [X ] tel que deg(Q )=d , et Q (X )=∑
k=0

d

ak X
k . On a donc Q(u)=∑

k=0

d

aku
k ,

D'où ℳ B (Q(u))=∑
k=0

d

ak ℳ B (u
k
)=(

∑
k=0

d

ak λ1
k

⋱

∑
k =0

d

a k λp
k)=(

Q(λ1)

Q (λ1)

⋱

Q (λp)
).

En particulier pour Q=π : Comme ∀ i∈⟦1 , p⟧ , π(λi)=0 , On a ℳ B (π(u))=0 ⇒ π (u )=0 .

Question 5 :
Soit u∈ℒ (E)  diagonalisable. Soit F  un sous-esapce vectoriel de E  stable par u . Alors uF  induit par u  sur F
est aussi diagonalisable.

Preuve :
Par théorème , ∃π∈K [X ] annulateur de u  scindé à racines simples dans K . π (u)=0 ,
donc ∀ x∈E , (π (u))( x)=0. En particulier ∀ x∈F , (π(u))( x)=0. Par construction, ∀x∈F , uF( x )=u (x)∈F .
Donc uF (uF ( x))=uF (u( x))=u (u( x)) . ∀k∈N , ∀x∈F , uF

k ( x)=uk( x). Par combinaison linéaire,
∀P∈K [ X ] , ∀ x∈F , (P(uF ))( x )=(P(u))( x). Ainsi π (uF)=π(u )=0 , donc π  est annulateur de uF .
π  est scindé à racines simples , donc par théorème uF  est diagonalisable.

* * * * *
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