Colle maths 15

Question 1 :
Soient 4,,..., 4, des valeurs propres deux a deux distinctes de u. Alors les espaces propres E ﬂl(u), o E, (u) sont

P

p )4
en somme directe : ZE,L(M)=® E,L(u).
- i=1

Preuve :
Posons H, : Les espaces propres associ¢s a p valeurs propres deux a deux distinctes sont en somme directe.

—Pour n=2 : Soit 4, et 4, deux valeurs propres distinctes de u. Soit x€E, (u)NE /12(“) tel que x soit vecteur
propre de u (c'est-a-dire x#0). Alors u(x)=24,x, et u(x)=2A,x : donc (A,—1,)x=0 = A,=A,car x#0.
Contradiction, donc x=0.

— Supposons H , vraie aurang p. Soient 4,,... des valeurs propres de u distinctes deux a deux.

p+1
p+l p+l p+l

Soit(xl,...,xPH)GElI(u)X...XE,W(u)telque Zx,:O. On compose par u : Zu Z/Ix—

i=1

P
Alors Z(Apﬂ—li)xl:o. Or (A A;)x,€E, (u), et par hypothése de récurrence E, (u), ..., E, (u) sont en
i=1

pt1 i i i Ly »

somme directe. Donc Vi€[1,p], (2,,,—2,)x,=0 = Vi€[l,p], x=0, car A,,,#2,.
En reprenant dans la premiére équation, x,,,=0. H ., est vraie.
Par récurrence, le théoreme est vérifié.

Question 2 :
‘ Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Soit v I'endomorphisme induit par u sur F. Alors y,|y,.

Preuve :
Considérons G un supplémentaire de F dans E. Soit B=(e,,...,¢,,e,,,,e,) une base adaptée a cette décomposition,
avec C=(el,..., er) une base de F'.

Al A A—xl1 A’
Alors A ,= —|, ol A=l (v), etdonc x,(x)= r ,
0]A 0 |A”—xI

Soit y,(x)=Det(A—x1I,)Det(A”—x1, )=y ,(x)Xx,.(x)=x,(x)Xx,.(x). Donc x |zx,-

Question 3 : Caractérisation de la diagonalisabilité a I'aide de y :
[ X, estscindé sur K

u est diagonalisable < .
lV)LESp(u), dim(E,(u))=m, (u)

Preuve :

= : Onsaitque E= @ E,(u). Onnote r,=dim(E, (u)). Dans une base B adaptée a cette décomposition,
1<i<p !

2 P
! . H —x)", ainsi x, estscindé sur K, et Sp(u)=(4,,...,4 ]
Jig(u)= b , =1
A , | etonadoncbien v j€(l, p], A(u):rj.
< : Comme y, estscindé sur K, et deg(y,)=n, Sp(u)#0, etsii,,..., A , sont les p valeurs propres distinctes

n

d'ordres respectifs «;,...,@,, ona 1. (x)=(=1)" (x—kj)“'. Par passage aux degrés : deg(y,)=n= Za

j:

P
donc n=z dim(E, (u))=dim (E). Ainsi u est diagonalisable.

j=1



Question 4 :
Soit u€ #(E), diagonalisable. On note 4, ,.
P

Le polyndme 7 (x)=] | (x—4,) est annulateur de u .
i=1

.., A, les valeurs propres de u deux a deux distinctes.

Preuve :

E= @ E A}(u). Soit B une base adaptée a cette décomposition. Notons r,=dim(E l(u))

I1<i<p
A, A
‘
Alors =] 1 O) | gon vreN, o, ()=l (u))=] P 10
(0) - (0) -
Ay )ij
d d
Soit alors Q€ K[ X |tel que deg(Q)=d, et Q(X)zz aka. On a donc Q( )ZZ akuk,
k=0 k=0
d
, 2 ak o(4,)
Dlow M, (Q(u))=Y. ay il ,(u")= _ 0(2,)
k=0
zakli Q(lp)
k=0

Question 5 :

Soit u€ % (E) diagonalisable. Soit F un sous-esapce vectoriel de E stable par u. Alors u,. induit par u sur F
est aussi diagonalisable.

Prlil;ﬁﬁéoréme, Iz €K[X ] annulateur de u scindé a racines simples dans K. 7 (u)=0,
donc Vx€E, (m(u))(x)=0. En particulier Vx€F, (m(u))(x)=0. Par construction, VX€F, u,(x)=u(x)€F.
Donc u, (up(x))=up(u(x))=u(u(x)). VkEN, Vx€F, uy(x)=u"(x). Par combinaison linéaire,
VPeK[X], VxeF, (P(u,))(x)=(P(u))(x). Ainsi 7 (u,)=m(u)=0, donc 7 estannulateur de u,.
7 est scind€ a racines simples, donc par théoréme u . est diagonalisable.
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