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Théoreme de continuité sous le signe intégrale :
On suppose que :
1. Vx€A, t— f(x,t)est continue par morceaux et intégrable sur /
2. Ytel, x— f(x,t) est continue sur A
3. J¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que YV (x,1)€AXI, |f(x,t)|<p(t)
Alors F(x) existe et est continue sur A.

Preuve :
YV x€A, f(x,t) estintégrable sur I et continue par morceaux sur I, donc F existe bien.

Soit a€A. Pour montrer que F est continue en a, on utilise une caractérisation séquentielle. Soit (x,)€ A" telle
que x, — a. On veut montrer que (F(x,)) converge vers F(a) x,) f flx,, t)dt, F(a)Z_[If(a,t)dt

Onnote g, : t— f(x,,1), et g : t+— f(a,t). g, et g sont continues par morceaux et intégrables sur I .
Viel, g,(t)=f(x,,t) = fl(a,t), car Vi€l, x> f(x,1)estcontinue en a. Donc (g,) converge simplement

vers g sur [. Ytel, YneN, |g, (¢ ‘:|f X,,t ‘<(p t), ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur /.
Donc par théoréme de convergence dominée appliqué a la suite (g,), _f g,(t)dt = f g(t)dr, c'est-a-dire
F(x,) — F(a). Ainsi par caractérisation séquentielle, F est continue en a.

Cela étant vrai Y a€ A, F est continue sur A.

Définition et continuité de la fonction Gamma d'Euler :
Sous réserve d'existence, on pose I (x f t*'e'dt, ¥V x€R.

— Domaine de définition : Soit xER, onpose f (t)=¢""'e™'. On étudie l'intégrabilité de f sur I=]0,+oo].
S, estcontinue sur / et positive.
1 1 , .
[, 5720, et —— estintégrable sur 10,1] & x>0, donc par théoréme de comparaison, f, est

intégrable sur |0,1] < x>0.

f.t)=o

11—

1 . PN .
| etr— t_2 est intégrable sur [ 1,+ [ donc par théoréme de comparaison, f est

intégrable sur [ 1,+oo].
- Finalement, f_ estintégrable sur |0+oo| < x>0.
Ainsi I est définie sur A=]0,+oo].
— Continuité de I' : Soit f(x,7)=t""e™".
V x€A, t f(x,t) est continue et intégrable sur I, et Vi€l, x> f(x,t) est continue sur A.
- Soient [a,b|cA, et x€[a,b].
o Sit€]0,1], In(t)<O = xroe™ "™ est décroissante et positive
= Vx€la,b|, 0<e (= Dinle) ot  pla=linte) =r _ pa=t =t
o Site[l,+mo[, In(r)=0 = xrse™ """ est croissante et positive
= VY x€la,b], 0<e" gt il gmim b=l
e, site€]0,1]
''e™, sit€]l,+oof

Par construction, Y (x,t)€la, b|xXI, |f(x,t)<p(t)
Ainsi par théoreme de continuité avec hypothese de domination locale, I' est continue sur A.

Soitp : t— continue par morceaux, positive et intégrable sur /




Caractere 7' de la fonction Gamma d'Euler :
[(x)=[,r 'e'dr, définiesur A=R
x—1 — xX— - * 0 x—1 —
— Caractére ' sur A : Onpose f(x,t)=t e =" """, ¥ (x,1)eR?, a—f(x,t)zm(t)t' e
X

. 0 . . rel — .
- Fixons x>0. t|—>a—f(x,t) est continue sur /=R’, eten 0, In(¢)r ‘e '~ In(1)t '<0.
x

Soit ye|1—x, 1], t’/ln(t)t“'=ty”7'1n(t)’:>00, et comme y <1, par régle de Riemann en 0,

. . . 0 .
r—In(7)r*" est intégrable sur |0, 1]. Par théoréme de comparaison, t|—>6—f(x, t) est intégrable sur |0, 1].
X

el - 1 1 0 .
Enc, In(t)r e =0 =l 520, et 2>1, donct»—>a—f(x,t) est intégrable sur [ 1,+oo].
1w | T t X
0
. xv—>—f(x, t) est continue sur A.
0x
a—1 —t .
. Soit [a,b|cA, et x€[a,b]. Viel, ﬂ(x,t):|ln(t)|t"‘e" < |! J}?“Ne e t€]0, 1] =y (t).
Ox t In(t)e’, sit>1

@ est positive, continue par morceaux et intégrable sur /.
- Y x€A, t— f(x,t) est continue et intégrable sur 7.

D'apres le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale, I" est de classe "' pour tout segment [a, b]=A, donc
est de classe ' sur A, et Vx€A, T’(x)ZJ'O 'In(t)e .
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