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Question 1 :
+o Sin( ¢
fl %dt converge.
Preuve :
sin(z) . * sin(¢)
est continue sur | 1,+o[, on pose F(x) 2_[1 dt. On effectue une IPP.
cos(t)|" px cos(t cos(x x cos(t
F(x)=|— (t) —f 2( )dt:— ( )+Cosl—f 2( )dt
t 1 ! t X 1 t
1 1) 1 1 .
cos (x) <— —-0=1 cos ):0, COSz( ) S—, Or f—— est intégrable sur [1,+oo[, donc par théoreme de
x D o X t t
o s(¢) . - o +e cos(t)
domination, 7+ ——— est intégrable sur [1,+0o]. Ainsi par théoreme, _[1 dt converge.
t

*+ gin ()

* cos(#
|—>J4l J admet donc une limite finie en +o0, donc F admet une limite finie en +o = f ———dt converge.
r

uestion 2
sin(r) .
t— ; n'est pas intégrable sur [ 1,+o0|

Preuve :

sin(7) sin (1)

© |sin
t— n'est pas intégrable sur [1,+o| < _f] |7t|dt diverge. Or, t+— est continue sur [0, 7],

|sin (¢)|
t

|sin (¢)]

sin ( . Lo
Donc J'] | |dt diverge < f dt diverge. Or, comme =0, on a par théoreme :

f;wmti(ut diverge < la suite J«»:rn|sint |dl diverge <« (nzl(f k]:l |Smt |dt) diverge
k=1 n=2
= Z‘[Hl |sm )ldt diverge.
n>1
Soit u —f e |smt |dt On pose x=t—nm, dx=dt. Onaalors :
_‘[ |Smxj——l|1_,11Tn)| dx:fg |;1251x7l| dx:fz%dXZ‘fg(zii(S)ndx - n+1 f sin{ dx_(n+21)rr>0

n'est pas intégrable sur [ 1,400

sin(t)
t

| . .
Or Z 1 diverge donc par théoréme de comparaison, Z u, diverge = t—
n

Question 3 :
Soit x€E, ona ||x|l.<||x|,<Vnlx|,<nlx]..

Ainsi les normes usuelles de K" sont équivalentes.

Preuve :
Soit x=(x,,..., x, )GK", i e[[l,n]] tel que ||x||,,=|x,

o

Ainsi ||x||,.=
i=1 auchy Schwarz
or Vie[l,n], [x['<llxl = Il < \/ZIIXIIi=@||x||w
i=1

On a ainsi ||x||..<||x||, <Va||x|l,<n||x|l., ce qui prouve que || |l et ||, sont équivalentes.

el <Vl all, et [lxll, <Vallxll.<vallxll, = fIIXIlz<IIXIII<\/n||x||2 = [, et [[ ll; sont équivalentes.



Question 4 :
‘ Si N et || || sont deux normes équivalentes de E, (x,) converge vers /[EE pour N < (x,) converge vers [ pour || ||.

Preuve :

Jx, B>0 telsque V xEE, N (x)<||x||<BN(x)
= : Par hypothese, (x,) converge vers [ pour ||

, c'est-a-dire ||x,—!I|| — O
n—o

1 1
Or VneN, 0<N(x”—l)<a|| ], et E||xn—l||r:>w0, donc N (x,—1) — 0 par théoreme d'encadrement.

< : Par hypothese, (x,) converge vers [ pour N, c'est-a-dire N (x,—! )nij
Or VneN, 0<||x,—I||<BN(x,—1), et BN (x,—1) - 0, donc Hx"_lH,:wO par théoréme d'encadrement.

Question 5 :
Soit E un espace vectoriel normé de dimension p finie, #8=(e,...,€,) une base de E.

Soit (x )€E", onnote (x ) les suites composantes de (x ) dans la base & (i€[1, p])
n n,i p n

14
Soit [EE tel que =Y 1,¢,, alors (x,) converge vers [ dans E < Y i€[l,p], (x,,) converge vers I, dans K.
i=1

Preuve :

P P
On munit E de la norme 1 associée a labase & : si x=)_ x,&, alors |[x[|=)]

i=1 i=1
On sait que (x,) converge vers [ dans E < (x,) converge vers [ pour || ||.

X

= : Par hypothese, ||x, —!||

Soiti€[1, p|, alors VneEN on a

0<

'xn,i_li|<||‘xn_l| , Or ||xn_l||n4»oo

X, A—l.‘ — 0 = (x,) converge vers [,

& : Soit i€[1, p], parhypothese x,; — I;, donc x, & —[¢ (||x 1€ ]|=|x X, = 0).

nll Ill

ER

er

Par combinaison linéaire de suites convergentes , converge vers Z 1., donc (x,) converge vers .

i=1
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