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On suppose que Z u, est une série alternée, que (

uestion 1 : Théoreme spécial des séries alternées :
u,|) est décroissante, et que u, — 0. Alors E u, converge.
n— o0

Preuve :

n
On ne considere que le cas ot u,>0. On introduit S,=) u,.

k=0
2n+2 2n
Soni2 ™52, = Z ”‘k_z uk:u2n+2+u2n+I:‘M2n+2‘_‘u2n+l‘<0’ donc (S,,) est décroissante.
k=0 k=0
S ume3™ ST U3 T Uy n™ _‘u2n+3‘+‘l/l2n+2‘>0’ donc (S,,.,) est croissante.
Szn_San:_uan:‘”an = 0 caru, =0

Donc les suites (S,,) et (S,,,,) sont adjacentes, donc par théoreme elles convergent vers une méme limite S .

Par théoreme, on en déduit que S, converge vers S, donc Z u, converge.

Question 2 : Convergence des intégrales de fonctions type Riemann :

. e dt
— Soit xeR, et a>0. f — converge < o>1.
a t
. 2 b dt
— Soit x€R, et (a,b)ER” tel que a<b. f 7= converge < «<l.
a(b—t
Preuve :
l[a,+o] - R « dt
—Notons f, : 1. f, estcontinue sur | a,+o|. Notons alors Fa(x):f —
= o1
t
In(x)—In(a) siax=1 o
Vx>a, Fx)=|[ T . . Donc F,(x) admet une limite
: to(+1 = il= ]—T} si #1 finieen +o0 & «o>1.
- a - a — X
[a:b[ - R X dt
— Notons f, : 1 . f,estcontinue sur [a,b|. Notons alors Fa(x)ZI —
= (b_t)o( a(b_t)
—In(b—x)+In(b—a) sia=1 ..
Vxela,bl, F(x)=|[_(p_per] Donc F,(x) admet une limite
—| =7 [(b—a) ™ —(b—x)""] sia#l finieen b © 1—&>0.
- . 11—«

Question 3 : Théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives :
Soient f et g€Z’ (I, R) telles que 0<f<g, et [=|a,b| avec —co<a<b<+oo,

b b
Si f g converge, alors f f converge.
a a

Preuve :

b R b , .
la.b] - ) f g converge donc G est majorée : AMER tel que V x€[a,b|, f g(t)dt<M
X = faf(t)dt a a

x x b
Or f<g donc ¥ x€[a,b|, f f(t)dtSf g(1)dt<M, ainsi F est majorée et donc f f converge.

Notons G :

Question 4 : La convergence absolue d'une intégrale implique sa convergence :

— 1" cas : fe#.(I,R) : On introduit f+:max(f,0)=f+T|f| et f =max(—f,0)= _f2+|f|

,et ff—f=f.
Ainsi 0<f'<|f] et 0<Sf <|f], or f estintégrable sur I donc par théoréme de domination,
fet f sontintégrables sur /. Alors L fhet f1 f~ convergent ( f* et f~ positives).

f" et f sont continues par morceaux et positives, et [+ f _:| f

Ainsi .[1 fT—f converge, donc fl f converge.
— 2" cas : fe#.(I,C) : Onintroduit g=Re(f) et h=Im(f) continues par morceaux sur /.

On a |g|<|f] et |n|<|f|, or f estintégrable sur I donc par théoréme de domination,

g et h sont intégrables sur /. D'apres le premier cas, Jll g et L h convergent.

Ainsi, fl g+ih converge, donc fl f converge.
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