Colle semaine 29 — Version 1

Question 1 : Une rotation du plan a la méme matrice dans toute BON :
Soit R, la matrice de la rotation vectorielle d'angle 0 dans la BOND (i, j), u l'automorphisme orthogonal associé.

Alors dans toute BOND la matrice de la rotation d'angle 0 est R,.

Preuve :

-

Soit (i', J_"’) une autre BOND, P= @g{)) orthogonale (matrice de passage entre deux BON)
(i,7) et (i", ') sontdirectes donc det(P)>0, donc PESO(2)

JxeR tel que P=R,

Mz 70 (u)=P ' Ry,P=R, RyR,=R_,RyR,=R_,. .. =R,

i

Question 2 : Un automorphisme orthogonal du plan de déterminant —1 est une réflexion :
‘ S, est la matrice d'une réflexion, c'est-a-dire une symétrie orthogonale par rapport a une droite.

Preuve :
S;=1, = S, estla matrice de la symétrie par rapport & Ker (S,—7,) dans la direction de Ker (S,+1,).

dim (Ker(S—1,))=0,1 ou 2.

Si dim(Ker(S—1,))=2, alors S,=I, Impossible

Si dim(Ker(S—1,))=0, alors dim(Ker(S,+17,))=2 = S,=—1, Impossible
Donc dim (Ker(S—1,))=1 = Symétrie par rapport a une droite

V XeKer(S,—1,), VY€EKer(S,+1,),
(X|Y)=X-Y="(S,X) (=S, ¥Y)=—"X-'S,- S, Y =—'X-S0- Y =—"X .Y =—(X]|Y)
Donc (X]Y)=0. Donc Ker(S,—1,)LKer(S,+1,).

S, est la matrice d'une réflexion.

Question 3 :
Soient (E,( | )) un espace euclidien, u€O(E), F sevde E

Si F est stable par u, F * est stable par u et les restrictionsde u a F eta F * sont des automorphismes orthogonaux.

Preuve :

1. u‘FGO(F) :
wp @ F—F etestlinéaire.
VxeF, |lug(x)|=llu(x)|=[[x]| car ueO(E)
Donc u‘FEO(F ) donc uy, est un automorphisme orthogonal de F'.

2. F eststable paru :
VxeF", VyeF, AlteF tel que y=u(t)
(u(x)|y)=(u(x)|u‘F(t))Z(u(x)|u(t))=(x|t)=0 (car u est orthogonal)
Donc u(x)Ly donc u(x)EF" donc F™ est stable par u.

3. u‘FLGO(FL) : idem 1.



Question 4 :
Soient (E,( | )) un espace euclidien, u un automorphisme orthogonal de l'espace, F=Ker(u—id,)

Si dim (Ker(u—id))=2, alors u a pour matrice dans toute BON obtenue en concaténant une base

1 0 O
de Fetunede F* : |0 1 0
0 0 -1

Preuve :
V xeF, u(x)=x€F F eststable par u.

Donc F* est stable par u, dim(F')=1, u, €O(F), et u|Fi€O(Fl)

F'=Vect(a), (a unitaire).

u, (a)=Aa, done [, (a)]=Inall=lla]

Or, ||M‘F‘ (a)||=|la]] Donc A==1.

Sia=l, u‘F\(a)Za Oru(a)=a Donc a€F et ac F* Donc a=0 Impossible.
Donc A=-1, etu(a)=—a.

Notons (b, c) une BONde F, #'=(b,c,a) estune BON de E car F et F* sont supplémentaires.
u(b)=b, u(c)=c, ula)=—a

1 0 O
Donc A, (u)=|0 1 0
0 0 -1

Question 5 :
‘ Etant donnés deux vecteurs d et b distincts de méme norme, il existe une unique réflexion o qui échange d et b.

Preuve :
Analyse : Supposons avoir trouvé une réflexion o qui échange a et b :
On pose i=b—a#0
o(i)=0(b—d)=0(b)—0c(d)=a—b=—1
Donc o est la réflexion de plan {7}
Synthése : Soit o la réflexion par rapport a (7" avec i=b—a

-

o(n)=—n

G+bL7 Eneffet (a+b[)=(a+blb—a)=(a|b)—(ala)+(b|b)—(bla)=|alP—|bl*=0
a+beln)" donc o(d+b)=a+b

o(b)—o(a)=a—b -
o(b)+o(a)=d+b
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Question 6 :
Soient (E,( | )) un espace euclidien, u un automorphisme orthogonal de l'espace, F=Ker(u—id,)

Si dim(Ker(uz—id))=1, alors u a pour matrice dans toute BON obtenue en concaténant une base
1 0 0

de F etunede F* : |0 cos(0) —sin(0)
0 sin(0) cos(0)

Preuve :
F est stable par u donc F* est stable par u et u|FL€O(Fl).

Or dim(F")=2
Donc U est soit une réflexion de F, soit une rotation de F~ .

Si U est une réflexion de F*, u posséde un vecteur invariant b non nul dans F* : Impossible (beFNF )

. 1
Donc U est une rotation de F .

Notons (b, c) une BON de F~, F=Vect(a)
cos(@) —sin(0)
sin(0) cos(0)
#'=(b,c,a) estune BON de E car F et F* sont supplémentaires.

1 0 0
Alors A ;. (u)=|0 cos(0) —sin(0)].

0 sin(0) cos(0)

Alors A, (u|F )= etu(a)=a

Question 7 :
Soit d unitaire, O0€R.

Alors VXI€EE, R; ,(X)=cos(0)x+(a|x)(1—cos(0))d+sin(0)(aAX)
VxLla, R;,(X)=cos(0)X+sin(0)(aAXx)

Preuve :
Notons X=y+7Z avec y_Ld et ZEVect(a)
R(3)=R(3)+R(Z)=R(y)+2
_»_||37||b (bunitaire)
3)=[3//(cos(0)b+sin(0)¢) (¢=aAb)

-

os (0
—cos( )35+sm( )||y||><'é b

Z=p;(X)= ( | )71

y=x—-Z=Xx—(a|x)a

Donc R(¥) = cos(0)|%—(a|%)d)+sin(0)(an(%—(a
cos(0)xX+(a|x)(1—cos(0))d+sin

Si X _La, alors R(X)=cos(0)Xx+sin(0)(aAXx)



