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Question 1 : Une rotation du plan a la même matrice dans toute BON :

Soit R  la matrice de la rotation vectorielle d'angle   dans la BOND i ,j  , u  l'automorphisme orthogonal associé.
Alors dans toute BOND la matrice de la rotation d'angle   est R .

Preuve :

Soit  i ' , j '   une autre BOND, P= P
i ,j 
 i ' , j '   orthogonale (matrice de passage entre deux BON)

i ,j   et  i ' , j '   sont directes donc detP 0 , donc P∈SO2 
∃∈R  tel que P=R

ℳ  i ' , j ' u =P−1 RP=R

−1 RR=R− RR=R−=R

Question 2 : Un automorphisme orthogonal du plan de déterminant −1 est une réflexion :

S  est la matrice d'une réflexion, c'est-à-dire une symétrie orthogonale par rapport à une droite.

Preuve :

S
2=I2 ⇒ S  est la matrice de la symétrie par rapport à Ker S−I2  dans la direction de Ker S I 2 .

dim Ker S−I 2=0 ,1 ou 2 .
Si dimKerS−I 2=2 , alors S=I2 Impossible
Si dimKerS−I 2=0 , alors dim KerSI 2=2 ⇒ S=−I 2 Impossible
Donc dim KerS−I 2=1 ⇒ Symétrie par rapport à une droite
∀ X∈Ker S−I2  , ∀Y∈Ker SI2  ,
X∣Y = Xt ⋅Y= S X t ⋅−SY =− Xt ⋅ S

t ⋅S⋅Y=− Xt ⋅S
2⋅Y=− Xt ⋅Y=−X∣Y 

Donc X∣Y =0. Donc KerS−I 2⊥Ker SI2 .
S  est la matrice d'une réflexion.

Question 3 :
Soient E , ∣   un espace euclidien, u∈O E , F  sev de E
Si F  est stable par u , F⊥  est stable par u  et les restrictions de u  à F  et à F ⊥  sont des automorphismes orthogonaux.

Preuve :
1. u∣F∈OF :

u∣F : FF et est linéaire.
∀ x∈F , ∥u∣F  x ∥=∥u  x ∥=∥x∥ car u∈OE 

Donc u∣F∈O F   donc u∣F  est un automorphisme orthogonal de F .

2. F⊥  est stable par u :
∀ x∈F⊥ , ∀ y∈F , ∃!t∈F  tel que y=u∣F  t 
u x ∣y =u  x ∣u∣F  t=u x ∣u t = x∣t =0 (car u  est orthogonal)

Donc u  x ⊥ y donc u x ∈F ⊥ donc F ⊥  est stable par u .
3. u∣F⊥∈O F⊥

 : idem 1.



Question 4 :
Soient E , ∣   un espace euclidien , u  un automorphisme orthogonal de l'espace , F=Ker u−idE 

Si dim Keru−id =2, alors u  a pour matrice dans toute BON obtenue en concaténant une base

de F  et une de F⊥ : 
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

Preuve :
∀ x∈F , u  x =x∈F F  est stable par u .
Donc F ⊥  est stable par u , dimF⊥

=1 , u∣F∈OF , et u∣F ⊥∈OF ⊥


F ⊥=Vect a , (a  unitaire).
u
∣F ⊥a =a , donc ∥u

∣F ⊥a ∥=∥a∥=∣∣∥a∥
Or, ∥u∣F⊥ a∥=∥a∥ Donc =±1.

Si =1 , u
∣F⊥ a=a Or u a=a Donc a∈F  et a∈F ⊥ Donc a=0 Impossible.

Donc =−1 , et u a =−a .
Notons b , c  une BON de F , ℬ '=b , c ,a   est une BON de E  car F  et F ⊥  sont supplémentaires.
u b=b , u c=c , u a=−a

Donc ℳ ℬ ' u=
1 0 0
0 1 0
0 0 −1 .

Question 5 :

Étant donnés deux vecteurs a  et b  distincts de même norme, il existe une unique réflexion   qui échange a  et b .

Preuve :
Analyse : Supposons avoir trouvé une réflexion   qui échange a  et b :
On pose n=b−a≠0
n = b−a=b − a =a−b=−n
Donc   est la réflexion de plan {n }⊥

Synthèse : Soit   la réflexion par rapport à {n }⊥  avec n=b−a
n =−n
ab⊥n En effet ab∣n=ab∣b−a=a∣b−a∣ab∣b −b∣a =∥a∥2−∥b∥2=0
ab∈{n}⊥  donc ab=ab

{ b− a=a−b
 b  a=ab

⇔ {b =a
a =b



Question 6 :
Soient E , ∣   un espace euclidien , u  un automorphisme orthogonal de l'espace , F=Keru−id E

Si dimKeru−id =1, alors u  a pour matrice dans toute BON obtenue en concaténant une base

de F  et une de F ⊥ : 
1 0 0
0 cos −sin
0 sin cos  

Preuve :

F  est stable par u  donc F ⊥  est stable par u  et u
∣F ⊥∈O F ⊥ .

Or dimF⊥
=2

Donc u∣F ⊥  est soit une réflexion de F ⊥ , soit une rotation de F⊥ .

Si u∣F ⊥  est une réflexion de F⊥ , u  possède un vecteur invariant b  non nul dans F ⊥ : Impossible (b∈F∩F⊥ )

Donc u∣F ⊥  est une rotation de F ⊥ .

Notons b , c  une BON de F ⊥ , F=Vect a

Alors ℳ b , cu∣F ⊥ =cos  −sin 
sin  cos    et u a=a

ℬ '=b ,c , a  est une BON de E  car F  et F ⊥  sont supplémentaires.

Alors ℳ ℬ 'u=
1 0 0
0 cos  −sin
0 sin  cos   .

Question 7 :
Soit a  unitaire , ∈R .
Alors ∀x∈E , Ra ,x =cos xa∣x  1−cosasin a∧x 

∀x⊥a , Ra , x =cosxsin a∧x 

Preuve :

Notons x=yz avec y⊥a  et z∈Vecta 
Rx =R y R z=R y z
y=∥y∥b (b unitaire)
Ry =∥y∥cos bsin c  (c=a∧b )

=cos ysin ∥y∥×a∧b
=cos ysin ×a∧y

z= pa x =a∣xa
y=x−z=x−a∣x a
Donc R x  = cos  x−a∣x a sin  a∧x−a∣x a a∣x a

= cos xa∣x 1−cos asin a∧x −sin a∣x a∧a
=0

Si x⊥a , alors Rx=cosxsin a∧x 
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