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Question 1 :
2f 82
Résolution de I'équation : —= (x,y)=—5(x,y)
X oy
Preuve :
— —_ 2 2
flx,y)=g(x+y,x—y)=g(u,v) avec USXFY | 2x=uty : R*=R est bijective
v=x—y |2y=u—v (x,y)—(u,v)
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glu,v)=A(v)+B(u) avec A,B : R—>R donc f(x,y)=A(x+y)+B(x—y)

Question 2 :
1. F* estun sous espace vectoriel de E

2. FcG = G'cF".

Preuve :
1. —F'cE
—0eF" = F'#0
—-VX,yeF" VAeR VaeF, (Ax+yla)=A (Xa) + (y]a) =0  donc AX+y€EF™*
=0 X€F* =0 yeF"

Donc F est un sous espace vectoriel de E.
2. VXeG*, YbeG, (X[p)=0 or YaeF, 4d€G = (%|d)=0 donc € F*

Question 3 :
Une famille orthogonale qui ne contient pas le vecteur nul est libre.

Preuve :

—

Va,..A,ER D AF=0,
i=1

Viell,n] S AGI)=(0,F) = Alx,x)=(0,]x,) car (x]x,)=0 si ik
i=1

AT =0=4,=0 Donc F est une famille libre.



Question 4 :
Soit (E,( | )) un espace euclidien.

1. Ya€E, x> (alx) estune forme linéaire.
2. VoeZ(E,R), AGeE tel que (%) (a|%)

Preuve :

I. Vx (ax)eR Vx,yeE VYAER
@,(Ax+y)=(alAx+y)=A(a|x)+(aly)=A¢@,(x)+®,(y) donc ¢, est une forme linéaire.
2. ¢ E-Z(ER)
ar @,
Vi, beE VAER 0(a+Ab)=@,, ;=% (d+Ab|%)=% (d|%)+A(b]F)=@,+Ap;=0(d)+A6(D)
Donc 6 est linéaire.
dim(Z(E,R))=dim(E)
VaieKer(0), 0(@)=0 ¢, : 310 o VI€E@[¥)=0 = (4la)=0 = =0 Ker(0)=(0)
Donc 6 injective donc bijective donc V€ ¥ (E,R) Fla€E tel que p=q,

Question 5 :
‘ Soit (E,( | )) un espace euclidien, F un sevde E alors F&@F =E

Preuve :
Soit #,=(e,,...,e,) une BONde F que l'on complete en % =(e,..., e, x

> & po

.,x,) une base de E, B URB, =R

PESEER
B,

On applique 1'algorithme d'orthonormalisation de Schmidt 2 4, on obtient #'=(e,,..., e, e

On pose G:Vect(epH, )

—GLF eneffet VxeG, VyeF,

,e,)(BON de E).

PISEREE

n P
A, AR tels que x= Z Ae, Ay ..., pu,ER tels que yzz u.e,
i=1

i=p+1
(x|y)=0.1+...+0.1,+0.4,,,+...40.4,=0 donc GEF"
—~FNF =0} F+F'cE dim(F+F')<n = dimF <n—p
dim F+dim F*
dim(G)=n—p donc dim (F")>dim(G)=n—p donc dim(F")=dim(G)=n—p donc F"=G
Donc FOF ' '=E

Question 6 : Théoreme de minimisation
Soit (E,( | )) un espace euclidien, F un sev de E, X€E

d(x, F)=inf{[Z =3I, yeF|=[IX - p, (3|l
pr(X) (projection orthogonale de X sur F') est I'unique vecteur qui réalise le minimum.

Preuve :
Existence :

Notons p; la projection orthogonale sur F'

pr(X)EF |, X—pp(X)LF

VyeF :

% =5lI=1% = pr(X)+ pr(X) =3l

Or, X—p,(X)EF" et p,(X)—YEF

D'apres le théoreme de pythagore :

5= py(3)+ pp(F)=TII= 5= p, G+ p o (F) =3P 5 p (3]
donc p,(%) réalise le minimum de {[|%—79|||
Unicité :

Si y, réalise aussi le minimum de {||X—7||}

F=Wll=IF=p (X = lp-(¥)=y’=0 = ¥=p—F(%) = unicité



