Colle 27 (1) — Version 1

Question 1 :

] A-'Com(A)=Det(A) I,

Preuve :

Notons C=A-'Com(A)

n

Za “‘Com(A :Za k”AM

Jj=1
1% cas: Si k=i

Z a; ) A, ;=Det(A) (Développement suivant la ligne i de Det(A))

2™ cas : Si k#z
Soit A’ la matrice obtenue a partir de A en recopiant la ligne i dans la ligne k.
A" adeux lignes identiques = Det(A')=0

Det (A Z a ;( k+’ A, ; Développement suivant la ligne k

O:z ai,j'(_l)k+jAk,j:Ci,j
=1

Donc C=Det(A)-1,

Question 2 : Systémes de Cramer : caractérisation et formules
. a, x,+...+a, ,x,=b,
Soit § : Dol 4 =

a, x;+...+a, ,x,=b

n
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Vb, S admet une unique solution
Pour =0, S admet une unique solution

2
3. u estbijective
4. A estinversible (Det(A)#0)

Det (A,
Dans ce cas, Vi, x,= (4)
Det(A

par le second membre.

ol la matrice A, est obtenue a partir de A en remplacant la i ™ colonne

Preuve :

1. = 2. : Evident.

2.2 3. : 2 = Ker(u)=[0] = u injective = u bijective (car u€L(K"))
3. @ 4. : Evident.

3.=> 1. : u(X)=b o ¥=u'(b) Unique solution.

Notons #B=(¢,, ,,...,e,) la base canonique de K"
C,.C,,....,C, les colonnes de A, avec C,=B=x,C,+x,C,+...+x,C,

Det(A,)=Det,(C,,C,,...,C, ,,B,C,.,,...,C,)=Det 4,(C,,C,,....C,_,, Y. x,C,,C,, ...,C,)
k=1

=Y xDet,(C,,C,,...,Cy,...,C,)=0+...4+0+x,Det ,(C,,C,,...,C,,...,C,)+0+...+0=x,Det (A)
k=1



Question 3 : Inégalité des accroissements finis pour les fonctions complexes
Soient f : I—C, a,b€l, f continue sur |a,b] et dérivable sur |a,b].

Si |f < |f(b)—fla)<M(b—a).

Preuve :
Onpose f=g+ihavecgeth : I-R

f continue sur [a,b| = g et h continues sur [a,b]
f dérivable sur |a,b| = g et h dérivables sur |a,b|

1 cas: f(b)—f(a)ER
( )—fla)=g(b)—gla )+l(h(b)—h(a)) = h(b)—h(a)=0
I=a® < N Teh=lp
I.A.F.a g : lg(b)—gla)|<M|b—d
= |f(b)=f(a)<M|b—d]
2°™ cas: f(b)—f(a)eC
AA€U tel que Al f(b)— f(a)€R (A=1si f(b)—f(a)ER)
A=e '’
On applique le 17 cas : |A f'|=
[£(6)=fla)=A(£(b)-f(a)|<Mlb—d

ol 0 estun argument de f(b)— f(a)

Question 4 :

b b
‘ Si f est une fonction complexe continue sur [a,b |, alors Ua f ‘Sfa Lf]

Preuve :
Onpose f=g+ih avec get h : |a,b]—R continues.

1 cas : fjf eR

J‘:fZIEg et fihzo
[ A<kl orii<in = | A]<f 1

s b
2" cas : A€ U tel que /\f f EeR

1 cas

LA A= s < <l



