Colle 26 — Version 1

Question 1 :

‘ A-'Com(A)=Det(A)I,

Preuve :

Notons C=A-'‘Com(A)
c,-‘kzi: a; ;~Com(A); k—z a; ;i kﬂAk i
I cas: Si k=i
¢ ,:zai,j(—l)HjA,-)j:Det(A) (Développement suivant la ligne i de Det(A))

2°™ cas : Si k#i
Soit A’ la matrice obtenue a partir de A en recopiant la ligne i dans la ligne k.
A" adeux lignes identiques = Det(A')=0

Det (A Z a'y ;= k” A’y ; Développement suivant la ligne &

< 0= Za ”’A

Donc C= Det(A) I”

i,j

Question 2 : Systéeme de Cramer : caractérisation et formules

a, x,+...+a, ,x,=b,
Soit § : ;+g+;::
a, x,+..+a, x,=b,
n n
Notons A=(a, ;) etu : K - K e?(K")
(X1, x> (@ X +ooday %, oo, Gy X+ Fa, ,X,)

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Vl-;, S admet une unique solution

2. Pour b=0, S admet une unique solution

3. u estbijective

4. A estinversible (Det(A)#0)
Det(A,)
Det(A)
b]
par le second membre B=| : |.
bn

ou la matrice A, est obtenue a partir de A en remplagant la ™ colonne

Dans ce cas, Vi, x,=

Preuve :

1. = 2. : Evident.

2.= 3. : 2. = Ker(u)=[0] = u injective = u bijective (car u€ #(K"))
3. & 4. : Evident.

3.= 1. : u(X)=b < ¥=u'(h) Unique solution.

Notons #B=(e,,¢,,...,e,) la base canonique de K"
C,,C,,...,C, lescolonnes de A;, avec C,=B=x,C,+x,C,+...+x,C,

Det(A,)=Det,(C,,C,,....C,_,,B,C,,,,...,C,)=Det,(C,,C,,....C,_;, > x,C,,Ci,,,....C,)
k=1

=Y xDet,(C,,Cs,...,Cy,...,C,)=0+...+0+x,Det,,(C,,C,,...,C;,...,C,)+0+...+0=x,Det ( A)

k=1



Question 3 :
Soit f : U—R, U ouvertde R*, a=(a,,a,)€U, IER
Si f tend vers I quand (x,y) tend vers (a,,a,) alors VZER® :
7°(0) - R

P, - . tend vers [ quand ¢ tend vers 0.
t +— fla+tu)
Preuve :
acU, U ouvert, donc 3R>0 tel que & (a,R)cU.
- . R . - e R
teD,, si[|ril|<R, cest-a-dire |t|<HT, u#0, Donc ¢, est au moins définie sur m c7°(0)
“ u

Vex>0, 36>0 telque V(x y) GU || x,y)—all<é = |f(x,y)—l|<e
(x,y)=a+tu, |[(x,y)—

SO

On pose 6 '= W>O
u
VieR, [|<6' = |[tul|[<s = |p;(¢)~|=|f(a+ri)~I|<e, Donc lim ¢, (t)=1.
t—0
Question 4 :
R* - R
I 0 si (x,y)=(0,0) est continue en (0,0) & «+B>2y.
()C, y)'_) X“y“ .
> 2yslnon,aveccx,ﬁEN, y>0
(x"+y
Preuve :
V x2+y2 o \/ﬁ o+ B—2y>0
. L— = =
RUACRY e g 0=(0,0)

= : Onsuppose x+B<2y.
£(0,y)=0 si x#0

L | - 4o §i2y—a—B#0
YV x>0, f(xrx)_(2x2)y_2yx2y*(ﬂ(+ﬂ) > % si 2y—a—B=0
1
Si O(:,BZO, x’ :7%"‘@
f( y) (x2+y2)y

Donc f n'est pas continue en (0, 0).

Question 5 : Condition nécessaire d'extremum

f : U-R, declasse ' sur U.

of
. N ——(a)=0

Si f posséde un extremum en a€ U, alors grad( f(a))=0 o g;
~—(a)=

oy

a : point critique.

Preuve :
U ouvert, ac€U, donc 35>0 tel que & (a,d)cU. "

Soit a=min(5,r)>0
Si f possede un maximum local en a :
[, +a] - R

t — fla+te,)

f estde classe & e g dérivable
f admet un maximum local en ¢ = g admet un maximum local en 0€|—«, +«|

of
8x< a)=0

Posons g :

= ¢'(0)=0, et g'(0)=
of

De méme pour a—(a) avec h : [—o,+a] = R
y



