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Question 1 : Equivalence antisymétrique alternée
‘Si f est p-linéaire, alors f antisymétrique < f alternée.

Preuve :
. - - - P . . s s >
= V(xl,xz,...,xp)EE Vi#jsi X=X,
FOX X X X X X X X s X)) == (X X X X X X X X 10 X))
= f(¥, X, X, X, X, X, X, X ),..., X, )=0, donc f est alternée.
. — »
= Vi#j,V(X,X,,....X)€EE
0,=f(x,,X,, X XX X XX R X ,xp)
=f(X, %, .., X0, X, %0, X X X ’xp)+f(xl’x2’ y X X X e X X Xy ’xp)
=0
+f(x), X, Xicp XX X p X Xy xp)-}—f(xl,xz, s X X X X X Xy, ’xp)
=0
= (XX XX X s X X X s X)) == (X X, o X X X X X X e X))
Donc f est antisymétrique.
Question 2 : Image d'une famille liée par une application alternée
Soit f : E"—F une application p-linéaire alternée, (fl,fz,...,i'p) une famille liée.
Alors f(xl,xz,...,xp)=OF
Preuve :
(X),X,,...,x,) estliée donc Fi€[1, p| tel que x,EVect(X,,...,x; ,, X;31,..., X))
P
I(a a,,,a a)EK’ " tel que X,=) . a, X,
e @Gy, Ay q i Xk
k=1
k#i
p
f(xly » Xis ’xp)=f(x1’ ’z Ay Xy ’xp)
k=1
k#i
[ est p-linéaire) =a, f(X,...,X,...., X ) +...+a, f(X,....%,.... ¥, J+...4a, (%, o X,)
(f estalternée) =a X0.+.. +ak><0F+ +a,x0,=0,

Question 4 : Formule de Taylor reste intégral

Soient [ un intervalle, neN f - I>R une fonction de classe C"*' sur I, (a,b)elz. On a alors :

f“’)',;) (bk!a Oays O ooy

a

Preuve :

Intégration par parties : Pour n=0 : f(b)=f (a)+f f'(x)dx

sin>0 : + f’(x) 1
— ) § ~(b—x)
3) _ 2 (b—x)
A I
o <s )
n n+l1 n b—x
(=1 | f" () —f— (-1) pr
Dou £ (b)= 7 a) | 35 410 L] [ L iy
Flo)=la)e 3 £ maly O g,



Question 5 : Formule de Taylor-Lagrange
Soient I un intervalle, n€N, f : I—R une fonction de classe C"*' sur I,(a,b)€I*. On a alors :

po)-3 el o) < i uply ")
k! (n+1)!
Preuve :
‘f("“)‘ est continue sur le segment [a, b] donc elle est bornée = IM €R tel que sup|f("+l)‘=
) (b , la,b]
FB)= )={] Ll e )
=0 k. g !
b n n n+1 n+1 n+1
sia<b : J’I b 'x) | n+l |d <J‘ (b x) Mdx= _(b 'x) =(b a) =|b a|
| n! (n+1)! (n+1) (n+1)!
a -b n a —p)t! _p)H! h— n+l
sia>b : SJ. ol ) H f de= +(x ) =(a ) =| d
b ! ) n+1! , (n+1) (n+1)!
Question 6 : Unicité du développement limité
‘ Si f admetun DL, (0), celui-ci est unique (unicité des coefficients a,, a,, ..., a,).

Preuve :
Si VxeD,, f(x) = ayta,x+..+a,x"+x"¢ (x) = by+b x+...+b, x"+x"e,(x)
Avec lim €, (x)=0 et lim &, (x)=0.

x—0 x—0

(ay,ay,...,a,)#(by,by,...,b,). Onnote p le plus petit entier tel que : a,#b, (etdonc V k<p,a,=b,)
Donc Vx€D,, a,x"+..+a,x"+x"¢(x) = b x"+..+b,x"+x"e,(x)

® a,ta, x+..+a,x" "+x""e(x) = b,4b, x+. +b,x""Hx"
Par passage a la limite a,+0+...+0+0=b +0+...+0+0

Donc a,=b, contredit I'hypothése de départ donc (ay, a,,...,a,)=(b,, by, ..., b,).

&(x)

Question 7 : Intégration d'un développement limité

Si f estcontinue sur / etsi f admetun DL (0) : f(x)=z a, x"+o(x")

n k+1
F, primitive de f, admetun DL, . ,(0) tel que F(x)=F(0)+ ), a, l)<6+1 +o(x").
k=0
Preuve :
Feas : f=olx) tim Lm0 Fo)-F(0)=[ ()i
x 0
Ve>0, 36>0, telque Vx€el, [x|[<é = |f(x)|<elx"| =Vr€[0,x], x)\<e‘t"‘<sx"

x max (0, x) max (0, x)
F(x)-FO)=|[ f(ndl< [ |f)ld< [ elx"dr=e|x"]
0 min(0,x) min (0, x)

F(x)=F(0)=o(x"")
2™ cas : g(x)=Y, a,x"+o(x") G une primitive de g
k=0
n k
On pose f(x Zakx F(x)=G(x)—z akx—
k=0 k+1

k+l n k+1

+G(x)-G(0) G(@:G(OH;)@ﬁm(x"“).

F(x)=F(0 Zakkﬂ

Question 3 : Caractérisation des bases avec le déterminant
Soit E un K-ev de dimension n, B une base de E, Xune famille de n vecteurs de E

Alors : X estune base de E < Det,(X)#0

Preuve :

= : 1=Det,(X)=Det, (B)Det,(X)=Det,(X)#0

< : Si X estliée, Det,(X)=0 Impossible donc X est libre, de cardinal n=dim (E) c'est donc une base de E.




