Colle 23 — Version 1

Question 1 :

Soit /' : R—-R.

1. Si f est paire, alors Va>0, J”ia f(t)dt=2f§f(t)dt

2. Si f estimpaire, alors ¥V a >0, f:f(t)dt=0

3. Si f est p-périodique, alors VaeR, [* " f(0)dr=[] f(1)dt

Preuve :
1. Voir dessin rouge

I, f(t)dt=f(iaf(t)dt+IZf(z)dt
u=—t du=—dt

t : —a—0

u : a—0

[ rae=[" rudu=[" riya
pone [ f(e)di=2 [ f(1)de

2.  Voir dessin bleu
[* rwae=]" rwyae[" sy
—a - —a 0
u=—t du=—dt

t . —a—0
u : a—0

[, rod=[ | fdu==, e)a
Donc J'ia f(t)dt=0

3. J‘:#’f(t)dt:fzf(t)dt+fjf(t)dt+f1+pf(t)dt
u=t—p du=dt

t . poat+p
u : 0—-a

f:+P f(t)dt=f:f(u)duz—fjf(t)dt
pone [ f(t)de=" r (1)t

Question 2 : Décomposition en produit de transpositions

Toute permutation de S, , n=2, peut s'écrire comme le produit de transpositions.

Preuve :
Récurrence sur n :

—Pour n=2, S,=[e,(1,2),}
— Supposons n=2 et la propriété vraie au rang n :
Soit €S .,
1 cas: o(n+1)=n+1
o se restreint en une permutation o' de S,
HR. = o'=7,"...1,/ ou T, estune transposition de S,
qui se prolonge en T, une transposition de S, ,,, en posant T,(n+1)=n+1
O=T,...T,
2™ cas: o (n+1)=p <n+1
o'=[(p,n+1)o0l€S,
o'(n+1)=n+1
D'apres le premier cas : o '=T,...T,, T, transpositionde S,
o=(p,n+1)oT,o...01,
La propriété est vraie au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n=2.



Question 3 : Signature d'un produit de permutations
’ Vo,teS8,, elot)=¢c(o)e(T).

Preuve :
Soient : 4,=|i, j} avec i<j, t(i)<7(j)et ot(i)<oT(j)|
A,= Hz,]}avecz<], T(i)<t(j)etoT(i)>0oT(j )]
=i, jlaveci<j, t(i)>t(j)etor(i)<oT())
—Hl jlaveci<j, T(i)>T(j)et UT(Z)>O’T(])}

On pose n,=Card(4,)

Nombre d'inversions de o : n,+n,

Nombre d'inversions de T : ny+n,

Nombre d'inversionsde ot : n,+n,

(o)== e(r)=(=11"" e(oT)=(=1)""
e(o).e(T)=(=1)" (=) (=1 =g (o T)

Question 4 : Signature d'une transposition
‘ Une transposition est une permutation impaire.

Preuve :

i<j

B T R L 52 TP £ R AV 2 RSP
1 ... i=1 j i+1 ... j=1 i j+1 .. n

Inversions : {i,i+1},{i,i+2},....{i, j—1},{i, j}
li+1, 7L li+2, 71 =1 )

Nombre d'inversions : 2 k+1

Donc &(7)=—1.

Question 5 : Signature d'un cycle

‘ La signature d'un cycle de longueur & est (—1)~".

Preuve :
Soit ¢ un cycle de S, de longueur k, de support (a,,a,,...,a,} c¢=(a,,...
Soit a la permutation définie par a= I 2 .. k k¥l oom
a, a, a, * .. *

en dehors du support

1 2 ... k=1 k k+1 ... n

Soit y le cycle (1,2, ..., k), : y=(2 3 k 1 k+1 n

Montrer que : c=aya '

Si jE{al ..... ak} j=a; C(j)=c(a,.)= a, S‘i ik
a, sii=k
aya (j)l=aya (a)=ayl(i)= a(i+1)=a,,,
a(l)=a,
Si jé| a) c(j)=J
aya '(j)=ay(l) 1>k

Donc c=aya '
e(c)=¢la)e(y)ela)=¢(a

Inversionsde y : (1,k},{2,k},....{k—1,k}| k—1 inversions
Donc £(c)=¢(y)=(—1)""



