Colle 22 — Version 3

Question 1 :
Soit f une fonction continue positive sur le segment |a,b|,a <b.

L'intégrale de f sur [a,b] est nulle si et seulement si f et nulle sur [a,b].

Preuve :
< : Si f estnulle, son intégrale est nulle.

= : Par contraposition : supposons qu'il existe c€|a,b| tel que f(c)#0( = f(c)>0).
f est continue en ¢. Posons E=%>O. Alors :

36>0 tel que V x€la,b], |x—c|<s=|f(x)—f(c)|<e

A N1
L ccrxsle) = sixzLd

x+— 0 si x¢&[c—6,c+68|N|a, b]
Soit ¢ : fe)

X - si x€[c—6,c+6]N[a, b]

2

b b
@ est une fonction en escalier et @< f = L (psfa f

Or, f:(P = %X((C"‘(S)—(C—fs)) = 6f(c) > 0 (pour a<c—6 et c+6<b)

b
Donc 0 < faf
b
Par contraposition, fa f=0 = Vx€la,b], f(x)=0

Question 2 : Somme de Riemann :
Si f est continue sur [a,b ], alors :

b— n—1 b—
=2 f L=J..7
i=0

n

a+i

lim

Preuve :
f est continue sur le segment [a, b] (a <b) donc uniformément continue :

Ve>0, Ja>0tel que Vx,y€la,b], |x—)<a = |f(x)—f(y)<e
b—a b—a

IANeN tel que V>N, <« p -0
Vig|0,n—1], a=a+i ;
b n—1 n—1 a., n—1 a n—1 .
B[ A = 2l r @)X [ rwas| = (2 [0 fla)ax=X [ 1)
i=0 i=0 i=0 i=0
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Question 3 : Produit scalaire :
Soient f et g des fonctions continues sur |a,b|,a<b. Alors :

(f.g) = J,, /¢

est un produit scalaire sur #°([a,b],R].

Preuve :

. b
Soit (1. g)=f fg
b
. _fafg eR — forme
b b
: fafg=fagf — symétrique
- Yg, f.f,€E, YAeR
b b b b
oA f /8= Af+f)e=[ Afig+frg=A[ fig+] f.g=A0(f,. g)+@ ([, g)
@ est linaire par rapport a la premiere variable et ¢ est symétrique  — bilinéaire
b
—olf.f )=an f? =0 (positivité de l'intégrale) — positive
- o(f. f)=0 = fzf2 =0 Or f°>0et f* continue sur [a,b] et a<b
= f’=x—0 > f=x0

b
f=x0 = [ fg=0 = @(f,f)=0 — définie.

Question 4 : Inégalité de Cauchy-Schwarz :
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], avec a<b. Alors :

(J\[a,blfg)z < J‘[a,b] f2 ' J.[a,blg2

L'égalité est vérifiée si et seulement si les fonctions f et g sont proportionnelles.

Preuve :

Soient f et g€#’([a,b],R|
P(t) = ['[tf(x)+g(x)fdx 20V 1eR
= [ (re)pas]eal [ f (g (x)as

= A.4+2B.t+C  (polyndbme)

Si f#x+—0 A#0 et P est un polyndme de degré 2 toujours positif.
Donc A<0 (et A>0)

A=4(B*—AC)

2
A<0 & B<AC & (j:fg)<(fjf2)(f:g2)
Si f=x 0 l'inégalité devient : 0<0 : Vrai.

)

t+f: (g(x))dx

Cas d'égalité :
—Si f=x+—0 : égalité Vg

Si f#x—0 : égalit€é si A=0

b
37,€R tel que P(t,)=0 < fa (t,f (x)+g(x))dx=0 = (t, f+g)=0 (t,f+g)*>0 et continue
= g=_tof

Donc f et g sont proportionnelles.

— Réciproquement, si f et g sont proportionnelles : g=xf ou f=0

[ raf = wr)=el [ 7]
e )= 1 ) S o )= [ 17

Il y a bien égalité.




Question 5 : Théoreme fondamental de I'analyse :
Soit f* une fonction continue sur un intervalle /, et @ un pointde /. Alors :

1. La fonction x> .f: f()dt estl'unique primitive de f qui s'annule en a

2. Pour toute primitive F de f sur [ : f:f(t) dt=F (x)—F(a).

Preuve :
V x€l, f estcontinue sur [a, x| donc Fa(x)=_f: f(¢)dt est bien définie.
F (a)=0

V x,el, ¥V x#x,
F0)-F(x) _ [rwa=[" rwa [ s

a a

x_xO x_xO .x_.xO
f estcontinueen x, Ve>0, 36>0 telque Vx€e/l, |x—x|<6 = [f(x)—f(x,)|<e

[ rto)de = (x=x) £ (x0) = fln)=——[" flx)dr
Fo(x)= F,(x)

Soit A=—- —f(x,)
X=X,
1 X
A= 0
X XO 0
Pour x tel que |x—x0|<5 (et donc |t—x0|<6):
Si xo<x ¢ 1Al < ——[“1f(0)—f (xo)ldt < —— [ edt = ——e(x—x,) = ¢
X—XO %o x_xO %o X—XO
. 1 % 1 x 1
Si Xo=X @ |A| < —(x——xo)ff f(t)—f(x0)|dt < Yp—x Ixofdt = xo_xE(XO—X) = ¢
F(x)=F,(x,) o -
Donc ————"—— f'(x,) donc F, est dérivableet F,'=f.
x_xO

Si G est une autre primitive de f qui s'annule en a, alors Ic€R tel que G=F ,+c¢
Gla)=F,(a)+c & 0=0+c < ¢=0 — Unicité

JceR telque F=F +c
F(x)=F(a) = F,(x)+c=F,(a)—c = [ f(t)dt=0 = [ f(r)dt.

Question 6 : Dérivabilité et dérivée de f:g))f(t) dt
Soient /,J deux intervallesde R, u,v:7—R de classe Z" telles que u(I)cJ et v(I)cJ et f:J—R continue.

v(x)
Alors la fonction g : x — fu )f(t)dt est définie sur 7, de classe Z' sur I et :

(x

Vxel, g'(x)=f(v(x)v'(x)—f(ulx))u'(x).

Preuve :

Vxel, u(x),v()f)EJ =[u(x),v(x)|cJ
J est un intervalle

v(x)
f est continue sur J donc est continue sur [u(x),v(x)], donc g(x)= fu W/ (¢)dt existe, et g est définie sur /.

f est continue sur J donc admet une primitive F de classe Z'sur J.
De plus, Vxel,g(x)=F (v(x))—F (u(x)).
Par composition, g estde classe Z' et Vx€I, g'(x)=v'(x)F'(v(x))—u'(x)F ' (u(x)).



