Colle 21 — Version 2

Question 1 : Représentation des matrices de rang r
Soit AE%IM(K)
A estderang r < il existe des matrices inversibles U, V" telles que
A=UXJ XV (cestadire A=UXJ, XV

o U'xdaxv'=J,.

Preuve :
Soient £ un K -ev de dimension 7, de base %, et F un K-ev de dimension p, et de base #

Soit ue #(E, F) tel que .7, .(u)=A4
= o rg(d)=rg(u)
A=UXJ XV = J =U"'xA4xV"™"
Soient .% ' la base de E telle que V' '= , € 'labasede F telle que U =P?
Alors J, =4 . ,.(u) donc rg(u)=rg(J,)=r Donc rg(4)=
= @ r=rg(4)=rg(u)
Théoréme du rang : tout supplémentaire & Ker (u) est isomorphe a Im (u).
Soit S un supplémentaire de Ker(u) : S®Ker(u)=FE dim(S)=r dim(Ker(u))=n—r

B
ZB

Notons (&, ..., €,) une base de S et (e,.,,...,€,) une base de Ker(u).
Par concaténation des bases, % '=(¢e,...,€,) est une base de E.
u s réalise un isomorphisme de S sur Im(u)
Donc (u(é€)),...,u(e,)) est une base de Im (u) que I'on compléte en une base de F':
Z=(u(@), (@), e 1)

1 0 0 0 .. 0] u@)

0 1 0 0| u(e)

0 0

Apolw=li 10 1 0 0| u@ =,

0 0 0 .0 f,4

0 o 7,

u(e)) u(e)ule) ... u(e,)

eKer(u)
Avec P=P. Q=P_
J,=07'XAXP o A=QXJ XP"
Onpose: U=Q, V=P ' U etV sontinversibles car ce sont des matrices de passage
Alors : A=UXJ XV .

Question 5 :
Soit f : I—R dérivable et convexe.

Alors # , est au-dessus de ses tangentes.

Preuve :
Y a€l, Equationdelatangenteena : y=f"(a)(x—a)+ f(a)
Y xel, x#a
S continue sur [a, x| _ Sf(x)=f(a) _ = _ —(r_ '
[fdéﬁvablesur @) 5 Fecla sl wlae L2 o) 5 p(a)=a)=(ea) e)

f(x)=y = f(X)—f(a)—f’(a)(x—a) = (x—a)|

/
Or, f' estcroissante donc : si x<a,alors f'(c)< f'(a

>

=

Donc (x—a)| f'(c)— f'(a)] = 0 donc f(x)—y

"(¢)=f"(a)]
)

etsi x>a,alors f'(c)=f"'

N



Question 3 : Inégalité des trois pentes :

Soit f : I-R

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f estconvexe

2 Vxoyiel veyes » OIS _flES1)
y—x =y

3. Vx,y,zel, x<y<z » LW Slz)=/(x)
y—x zZ—X

b Vrorel, veyes o LEZIE) _FEZF )
z—Xx z—y

Preuve :
1.=2. : Vx,y,zel avec x<y<z

JA€|0,1] tel que y=Ax+(1—A)z < A=Y
x
1-

f convexe = f(Ax+(1—-4)z) < /\f( )i(
= fly) < L1 ()

e (z=x)f(y) < (z— )f(?C
o zf(y)-(z=y) f(x) <
[ =flx) o flz)=
y—x z—
2.=>1. : Vx,zel, YA€[0,1]
SiA=0 : f(z)<f(z) Vrai
SiA=1: f(x)<f(x) Vrai
Si A€]0,1] : Onpose y=Ax+(1—-2)z
x<y <z donc d'apres le calcul précédent :

A)f(z)

(y=x)1(z)

=

f(y)
y

fAx+(1=-2A)z) < Af(x)+(1=A)f(z) = f estconvexe.

2. & 3. o 4. : Se déduit de la méme fagon 2 partir de 1'équation ().

Question 4 :

Soit f : I—R dérivable.
f estconvexe < f' estcroissante.

Preuve :

= : Vx,yel avec x<y, Vi€|x,y|
f=flx) o f=flx) o fy)=/{)

t—x y—x y—t
ol o
rw s HUEE < gy

Donc f' est croissante.
< : Vx,y,zel avec x<y<z

f continue sur [x, y| Jee|x, ] tel que S ()= f(x)
f dérivable sur |x, y[ TAF ' y—x
[f continue sur [y, z] Jdely, 2| tel que fl2)=fy)_
Y

f dérivable sur |y, z[ TAF z—
c<y<d = f'(c)<f'(d) (car f' estcroissante)
S —-fx) o fl2)=f(y)
y—x z—y
Donc f est convexe.

Donc

)+
S )+(y=x)f(y)




Question 6 :
I. Vx>—1, In(1+x)<x

In(1+ x) est une fonction concave :
(In(1+x))" = - <0 ///

(x+1)?
Elle est donc toujours en-dessous de sa tangente.
Sa tangente en 0 est y=x
Donc Vx>—1, In(l+x)<x.

‘ 2. VxeR, e=1+x

e est une fonction convexe :

e']”" = e >0
Elle est donc au-dessus de sa tangente.

Sa tangente en 0 est y=x+1
Donc VxeR, e'>1+x

T 2 .
3. Vx€l0,—|, =x<sinx<x
2 1
| . .
Sur 0,3 ,sin x est une fonction concave :

lsinx|” = —sinx < 0

Elle est donc en-dessous de sa tangente et au-dessus de sa corde.

Sa tangente en 0 est y=x et sa corde est y =% X

2 .
Donc Vxe , —x<sinx<x
™

TT
0.5

Question 2 : Théoreme du point fixe :

Soit £ : [a,b]—R avec [a,b] stable par f, f continue sur [a,b], dérivable sur |a,b| et telle que |f'|<k<]1.
Alors :
1. f possede un unique point fixe /
2. (u,) : u,€la,b] converge vers [ et VneN, |u,—I| < k"ju,—I|
un+1=f(un>
Preuve :

Pour f : |a,b|—]a,b]
1. Existence : on pose g(x)=f(x)—x continue sur [a,b|, g(a)=f(a)—a=>0,
= dc€la,b| tel que g(c)=0 cest-a-dire f(c)=c.

Unicité : si d est un autre point fixe.

LAF.a f (f continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| et |f'|<k) :

< |e—d|<k|c—d| = c=d (sinon 1<k)

2. u,€la,b|, u,,,=f(u,). Notons / le point fixe.

|f (e)=f(d)<kle—d]

- f étant définie sur [a,b|,|a,b| étant stable par f et u,E|a,b| : la suite est bien définie et Vn, u,€la,b|
-LAF.a f entre u, et [ (f continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| et |f'|<k) :

| w) = (Dl <kl, =1 & =1 <klu,~1]
Récurrence : H,,:|u,—1|<k"|u,—|
— H , est vraie.

— Supposons n€N et la propriété vraie au rang n.
=l < kfu,~l| < kK" o —1|= k" uy—|

Donc H,,, est vraie.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout €N,
0<k<l = k"—0 Parencadrement, u,—1.



