Colle 20

Question 1 : Somme et produit de deux fonctions de classe %"
— Soit n€ NU{w|, f,g€?"(I1,R)
f+ge?"(I,R) et (f+g)"=f"+g"
— Soit ne NU{w}, f,g€?"(I,R)
ng%"([,R)

Preuve :
— Récurrence sur n:

-Pour n=0 : f et g continues sur / = f+g continue sur /

-Supposons n€ N et la propriété vraie au rang 7.
n+1

Soient f et g de classe #"" sur [.

f et g sont dérivables sur [ donc f+g estdérivable sur [ et (f+g)'=f"+g’
HR

fetgdeclasse "7 = f'et g'declasse 7" = f'+g’' declasse "
= (f+g)’ declasse #"
= (f+g) declasse """
La propriété est vérifiée au rang n+1.
Par récurrence la propriété est vraie pour tout 7.

— Récurrence sur n:
-Pour n=0 : f et g continues sur / = f g continue sur /.
-Supposons n€ N et la propriété vraie au rang 7.

n+1

Soient fet g declasse #"" sur /.

f et g sont dérivables sur / donc f g est dérivable sur /
HR

fetgdeclasse 2" = f,g, f'etg declasse " = f'get fg' declasse "
= (fg)' declasse &"
= (fg)declasse &'
La propriété est vérifiée au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n€ N.

Question 6 : Caractérisation des fonctions dérivables monotones
Soit f : [a,b]—>R, continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b]|.
1. f croissante sur [a,b] < f'>0 sur |a,b|
2. f décroissante sur [a,b| < f'<O0 sur |a,b|

Preuve :
1. = : Yc€E€la,b| Vx€la,b|,x#c
f(x)=f(c)
x—c
< : VYx,y€la,bl,x<y
T.A.F.a f entre x et y ( f continue et dérivable) :
f(y)_f<x)=f’(c)>0
y—Xx
Or y—x=0 = f(y)—f(x)=0 = f croissante.
2. Onappliquele 1.a — 1.

>0 Par passage a la limite f'(c)=>0

Jce|x, y| tel que



Question 2 : Formule de Leibniz

Soit neN, f,ge€#"(I,R)

(fg)"=d (1] 0 gtb

k=0

n

k

Preuve :
Récurrence sur 7:

0
-Pour n=0 : (fg)"=fg=), 2 /e
k=0

-Supposons n€ N et la propriété vraie au rang .

Soient f et g de classe 2"

HR n n
el = (el = [ (1)) = 3] g )
=0 \k k=0 \k
=in(f(k+l nk+f n+1k)
=0 \k
_ c n (k+1) (n k) n+l—k)
= +
2l 2
"Z:H (k') ( k') Z (k) ( k)
n ! n+l—-k' n n+l1-—
= /g + A
=1 \k'—1 i=o \k
= z kn + n f(k)g(’ﬁlik)-f-f(n+l)g+fg(n+])
k=1 _1 k
n+1
— n+l £ glrt1=h)
im0\ k

La propriété est vérifiée au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n€N .

Question 3 : Condition nécessaire d'extremum
Soit 1 : [a,b]—R, dérivable sur |a,b].
Si f posséde un extremum local en c€|a, b[, alors 1 '(c)=

Preuve :
Si f posseéde un maximum local en ¢

3n>0tel que Vx€la,b|, lx—cl<h = f(x)<f(c)
Vxela,b]n le.c+h] L{{“ko

Par passage 2 la limite /' (c)<0
/o),
c

X
<
Vxela bl nle—h | L i
>

Par passage a la limite /'(c)=>0 Donc f'(c)=0.

><

Question 4 : Théoreme de Rolle

Soit f : [a,b]—R continue sur [a, b|, dérivable sur |a,b| etside plus f(a)=f(b),

alors Ac€|a,b| tel que f'(c)=0.

Preuve :
f est continue sur [a, b| donc f est bornée et atteint ses bornes.

m=inff=f(c)
—Supf f(d)

la, b]
Premier cas : si ¢ ou d €|a, b| alors f'(c)=00u f'(d)=0
d'apres la proposition : condition nécessaire d'extremum
Second cas : si m et M sont atteint aux bornes,

c,d€la,b]

alors m=M car f(a)=f(b),donc f est constante, donc c= ath

et [ '(c)=



Question 5 : Théoréeme des accroissements finis (T.A.F.)
Soit 1 : [a,b]—R continue, dérivable sur |a, b|.

Alors Ac€la,b] tel que W=f’(c).

Preuve : (méthode 1)
On utilise une fonction auxilaire.

On pose g(x)=f(x)—équationde la corde

Equation de la corde : y=W(x—a)+f(a)

Donc g(x)=f(x)—w0€—a)—f(a)
g(a)=0et g(b)=0

g estcontinue sur [a,b] = dcela,bltel que g'(c)=0
g est dérivable sur |a,b|
Or g'(x)=f(x)-LE=L1)

Donc g'(¢)=0 < fr(chw

Question 7 : Théoreme de prolongement C* (limite de la dérivée)
Soit f : [a,b]—R continue sur [a,b], declasse ' sur |a,b].
Si de plus /' a une limite finie en a alors :

— f estdérivableen a et f'(a)=1
— f estde classe Z' sur[a,b].

Preuve :

f' =1 : VYe>0, 36>0telque Vt€la,b|, [t—al<s = |f'(t)-l|<e

VY x€la,b] avec |x—al<s:
T.AF.

f continue sur |a, x|, dérivable sur |a,x| = 3Fc,€la,x] tel que f(xx:c{(a)—ll=|f’(cx)—l|
x—al<s = |e,—a|<s = |f'(c,)—l|<e = ‘%—l&s

Donc f est dérivable en a et f'(a)=I
f declasse Z' sur |a,b|
£ dérivable en a = f estdeclasse ' sur [a,b].

f'(a)=lim [



Question 8 : Représentation des matrice de rang r
Soit 4.7, (K)
A estderang r < il existe des matrices inversibles U, V' telles que
A=UXJ XV (c'estédireA=U><er><V)

o U'xdaxv'=J,.

Preuve :
Soient E un K -ev de dimension 7, de base .% , et F un K-ev de dimension p, et de base &

Soit ue Z(E, F) tel que .# , . (u)=A4
= @ 1g(4)=rg(u)
A=UXJ XV = J =U"XAXV™"
Soient ' labase de E telleque V' '=P7, #'labasede F telle que U '=P_
Alors J, =4 . ..(u) donc rg(u)=rg(J,)=r Donc rg(4)=r.
= @ r=rg(4)=rg(u)
Théoréme du rang : tout supplémentaire a Ker (u) est isomorphe a Im (u).
Soit S un supplémentaire de Ker(u) : S®Ker(u)=E dim(S)=r dim(Ker(u))=n—r
Par concaténation des bases, % '=(e7...,e,) est une base de E.
ujs réalise un isomorphisme de S sur Im (u)

Donc (u(e)), ..., u(e,)) est une base de Im () que 1'on complete en une base de F':
z'=(u(e),...u(), frir,oon [ )

1 0 ... 0 0 ... 0 u(@)

0 1 0 .. 0| u(e)

0 - 0 ... :
Moy (W)= 10 1 0 ofu@) =,

0 0 0 0 f,a

0 o 1,

u(e) u(&)u(e) ... ulE)

€Ker(u)
Avec P=P7 Q=P
J, =0 'XAXP & A=0QXJ.xP"
Onpose: U=Q, V=P ' U etV sontinversibles car ce sont des matrices de passage
Alors : A=UXJ XV.



